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Zeitplan: Modellierung von Hydrosystemen: Zweiter Block (B2)

Sommersemester 2026: UW-BHW-625

17.04.2026 | B2-T1.0 | Einfiihrung in die Veranstaltung (B2) (Kolditz) HSZ /403
22.05.2026 | B2-T1.1 | Hydromechanik und Numerische Methoden (Kolditz) HSZ /403
22.05.2026 | B2-T1.2 | Grundwasserhydraulik und Prinzipbeispiel (Kolditz) HSZ /403
22.05.2026 | B2-T1.3 | Finite-Differenzen-Methode (Kolditz) HSZ /403

[ 19.06.2026 | B2-T1.4 [ Finite-Elemente-Methode, Grundwassersysteme (Kolditz) | HSZ /403 |
26.06.2026 | B2-T4.1 | Virtuelle VISLAB Tour - Vorlesung (Rink/Bilke) ‘
26.06.2026 | B2-T4.2 | Virtuelle VISLAB Tour - Demo (Rink/Bilke)

03.07.2026 | B2-T2.1 | Regionale Grundwassersysteme (Nixdorf, BGR HSZ /403

)
03.07.2026 | B2-T2.2 | Regionale Grundwassersysteme (Nixdorf, BGR) HSZ /403
03.07.2026 | B2-T2.3 | Regionale Grundwassersysteme (Nixdorf, BGR): Ubung HSZ /403
10.07.2026 | B2-T3.1 | Stofftransport in Hydrosystemen (Selzer/Shao) HSZ /403
10.07.2026 | B2-T3.2 | Stofftransport in Hydrosystemen (Selzer/Shao) HSZ /403
10.07.2026 | B2-T3.3 | Stofftransport in Hydrosystemen (Selzer/Shao) HSZ /403
[ 17.07.2026 | B2-T1.5 [ Workflow, Grundwassersysteme (Kolditz) [ HSZ /403 |
24.07.2026 | B2-T1.6 | Zusammenfassung der Veranstaltung Numerik (Kolditz) HSZ /403
24.07.2026 | B2-T1.7 | Zusammenfassung der Veranstaltung (Hartmann/Kolditz) HSZ /403
24.07.2026 | B2-T1.8 | Vorbereitung Klausur (Hartmann/Kolditz) HSZ/40@ Technische
Universitat
Dresden
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Ubersicht: Numerische Verfahr
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Fahrplan fur heute ...

Bisher
» Wiederholung Hydromechanik: Grundwasserstromungsgleichung

» Ubung Einzugsgebiet: Berechnungsverfahren

Heute: Finite-Differenzen-Verfahren
» Grundlagen - GWE
» Grundlagen - TSE
» Ubungen zur expliziten FDM (page 12) [BHYWI-22-E2]

Ubungen: Werkzeuge
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Grundlagen - GWE

» PDE

oh 0 Oh 0 Oh
S5~ % (o) oy (93y) = @ .

‘ Technische
‘ Universitat

Dresden

UW-BHW-625: B2-T1.3a: Finite-Differenzen-Methode: Explizit // 22.05.2026



Grundlagen - TSE
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Grundlagen - FDM

> Zeitableitung
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FDM - explizites Schema
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Grundlagen - FDM
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Fig.: 5-Punkte-Stern (Knabner und Angermann 2000) QU P
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Ubung

e Finite-Differenzen-Methode: Explizites Verfahren

GitHub-Repository fiir die Ubungen:
https://github.com/0lafKolditz/HYDROSYSTEMS


https://github.com/OlafKolditz/HYDROSYSTEMS

Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck

» Datenstrukturen

Table:
FeldgroBe u

Physikalische Parameter | S, K, Q
Numerische Parameter | At, Ax, Ay
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Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck

Die Minimal-Datenstrukturen fiir die Programmierung der Gleichung (9) sind damit:

std::vector<float>u_new;
std::vector<float>u_old;
float SO,Kf,Q;

float dx,dy,dt;

2 W N =

Listing 1. Datenstrukturen
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Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck
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Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck

Um dieses Gitter "abtasten” zu konnen, schreiben wir folgende doppelte Schleife.

1 for(j=0;j<jy;j++)

2 {

3 nn = j*ix;

4 for( i=0;i<ix;i++)

5 {

6 n = nn+i;

7 u_new[n] = uln] \

8 + Kf/SO0*xdt/dx2 * (uln+1]-2*ul[n]+uln-1]) \
9 + Kf/S0*dt/dy2 * (ul(j+1)*ix+il-2xulnl+ul(j-1)*ix+i]l) \
10 + Q/80;

11 ¥

12}

Listing 2: Rechenschema
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Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck

Dabei ist j der Laufindex liber die y Richtung und i der Laufindex liber die x Richtung.
Ganz wichtig ist natiirlich, den Speicher fiir die Vektoren bereitzustellen, bevor es los

geht.

1 u.resize(ix*jy);
> u_new.resize (ix*jy);

Listing 3: Speicher fiir Losungsvektoren

» Welche Rolle spielen ix und jy bei der Speicherreservierung?
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Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck

Natiirlich miissen auch die Parameter vor der Berechnung initialisiert werden

1 ix = 21;

2 Jy = 113

3 dx = 10.; //Einheiten
4 dy = 10.;

5 dt = 0.25e2;

6 SO = 1le-5;

7 Kf = le-5;

8 Q = 0.;

9 u0 = 0.;

Listing 4. Daten-Initialisierung
» Welche Einheiten haben die einzelnen Parameter?

‘ Technische
‘ Universitat

Dresden

UW-BHW-625: B2-T1.3a: Finite-Differenzen-Methode: Explizit // 22.05.2026



Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck

Das mit den Anfangsbedingungen ist eine einfache Sache. Mit der Doppelschleife tiber
alle Knoten, konnen wir sehr einfach einen Wert u0 als Anfangsbedingung uberall
zuweisen.

for(int i=0;i<ix;i++)
for(int j=0;j<jy;j++)
{
ulj*(ix+1)] = u0;
u_new[j*(ix+1)] = u0;

}

BT < N N N O N N

}
Listing 5: Anfangsbedingungen setzen
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Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck

Mit den Randbedingungen ist es etwas kniffliger ...

1 //top and bottom

2 int 1;

3 for(int i=0;i<ix;i++)

4 {

5 bc_nodes.push_back(i); ul[i] = u_top u_new[i] = u_top;

6 1 = ix*x(jy-1)+i;

7 bc_nodes.push_back(l); ull] = u_bottom; wu_new[l] = u_bottom;
s }

9 //left and right side

10 for(int j=1;j<jy-1;j++)

11 {

12 1 = ixx*j;

13 bc_nodes.push_back(l); ull] = u_left; wu_new[l] = u_left;
14 1 = ix*xj+ix-1;

15 bc_nodes.push_back(l); ull] = u_right; u_new[l] = u_right;
16 }

Listing 6: Randbedingungen setzen 052?5‘22&2?
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Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck

Sie sehen, dass wir fiir die Zuweisung der Randbedingungen eine neue Datenstruktur
eingefiihrt haben.

1 std::vector<float>u_bc;

Listing 7: Vektor fiir Randbedingungen
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Ubung - BHYWI-22-E2 - QAD

Das Einbauen der Randbedingungen integrieren wir direkt in die Doppelschleife zur
Berechnung der Knotenwerte. Dabei kommt eine neue Funktion IsBCNode ins Spiel,
die wir uns gleich noch naher anschauen. IsBCNode soll eigentlich nichts anderes
machen, als beim Auftreten einer Randbedingung nichts zu tun (i.e. continue).
Randbedingungswerte sind gesetzt, miissen also nicht gerechnet werden.

1 for(int j=0;j<jy;j++)

2

3 nn = j*ix;

4 for(int i=0;i<ix;i++)

5 {

6 n = nn+i;

7 if (IsBCNode (n,bc_nodes))
8 continue;

9

10 }

Listing 8: Randbedingungen setzen rechnische
o Universitét
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Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck

Wie funktioniert nun IsBCNode?

1 bool IsBCNode(int n,std::vector<int>bc_nodes)

> {

3 bool is_node_bc = false;
4 for (int k=0;k<(size_t)bc_nodes.size () ;k++)
5 {

6 if (n==bc_nodes [k])

7 {

8 is_node_bc = true;

9 return is_node_bc;
10 }

11 ¥

12 return is_node_bc;

13 }

Listing 9: Randbedingungen setzen
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Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck

Struktur der Funktion:
» Riickgabewert: logischer Wert wahr oder falsch
» Parameter: aktueller Gitterpunkt und Randbedingungsknotenvektor

Die Funktion iiberpriift, ob der Gitterpunkt n ein Randbedingungsknoten ist und gibt
den entsprechenden logischen Wert zurlick.
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Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck

Das Ergebnis der finite Differenzen Simulation sehen wir in der Abb.

‘ Technische
Universitat

Fig.: Berechnete Druckverteilung im Rechteck-Aquifer nach 100 Zeitschritten At = 25 ¥ Presden




Ubung - BHYWI-E2-FDM-Rechteck

Jetzt werden wir mutig und vergroBern mal den Zeitschritt, sagen wir mal verdoppeln:
At = 50 sec. Das Maleur sehen wir in der Abb. Was ist hier los?

‘ Technische
‘ Universitat

Dresden

UW-BHW-625: B2-T1.3a: Finite-Differenzen-Methode: Explizit // 22.05.2026



Numerische Stabilitat

e Finite-Differenzen-Methode: Explizites Verfahren



Numerische Stabilitat

Wir erinnern uns noch dunkel daran, dass der Preis fiir das einfache explizite FDM ein
strenges Stabilitatskriterium war (siehe Hydroinformatik, Teil I, Abschn. 3.2.2 und
Abschn. 4.1). Dabei muss die Neumann-Zahl kleiner einhalb sein.

At

N =

‘ Technische
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Numerische Stabilitat

Prima, aber was ist jetzt o und warum steht nur Ax und nicht auch Ay in der
Gleichung? Zur bestimmung des « schreiben wir die Grundwassergleichung in eine
Diffusionsgleichung wie folgt um.

oh  K.9?h K,0°h Q@
oh _ K« Ky Q 1
gt Sox s ts (11)
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Numerische Stabilitat

Wir sehen, dass es eigentlich zwei a-s gibt, fir jede Richtung eins.

Oy =

(12)

ay:

NEE

» Welche Einheit hat unser Grundwasser-o¢ ?
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Numerische Stabilitat

Der richtige Zeitschritt fiir unser explizites FD Verfahren ergibt sich somit zu:

min(Ax?, Ay?)

At <
- 2a

(13)
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Numerische Stabilitat

100m?
At —— = 14
~2x1m?/s >0s (14)
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Rechenzeit
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P P
10*
10°
5 t’ /
10 o
1
% w =10 ‘E_:
>
£ 102 v y e o
=1 .0
o 7 10" =
3] P w
=
10' Ca /
- g 510"
.
L
il 107
10 10° 10° 107 10°

‘ Technische
‘ Universitat

Dresden




Wie stellen wir eine Zeitmessung in einem Programm an.

clock_t start, end; Definitionen
start = clock(Q); Beginn Zeitmessung
end = clock(); Ende Zeitmessung

time= (end-start)/(double) (CLOCKS_PER_SEC); Differenz

Ubung E2 Der Quelltext fiir diese Ubung befindet sich in EXERCISES.

‘ Technische
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Ubung

e Explizite FDM
https://github.com/0lafKolditz/HYDROSYSTEMS/tree/
main/BHYWI-22-E2_FDM-explizit-Rechteck-python


https://github.com/OlafKolditz/HYDROSYSTEMS/tree/main/BHYWI-22-E2_FDM-explizit-Rechteck-python
https://github.com/OlafKolditz/HYDROSYSTEMS/tree/main/BHYWI-22-E2_FDM-explizit-Rechteck-python

Ubung: Skripten

1 cd ...\HYDROSYSTEMS\BHYWI-22-E2_FDM-explizit-Rechteck-python

Listing 10: Verzeichnis auswaehlen

run.bat

set PATH=%PATHY%;C:\MinGW\bin
g++ main.cpp

a.exe

python isolines.py

2 W N =

Listing 11: Skript
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Zeitplan: Modellierung von Hydrosystemen: Zweiter Block (B2)

Sommersemester 2026: UW-BHW-625

17.04.2026 | B2-T1.0 | Einfiihrung in die Veranstaltung (B2) (Kolditz) HSZ /403
22.05.2026 | B2-T1.1 | Hydromechanik und Numerische Methoden (Kolditz) HSZ /403
22.05.2026 | B2-T1.2 | Grundwasserhydraulik und Prinzipbeispiel (Kolditz) HSZ /403
22.05.2026 | B2-T1.3 | Finite-Differenzen-Methode (Kolditz) HSZ /403

[ 19.06.2026 | B2-T1.4 [ Finite-Elemente-Methode, Grundwassersysteme (Kolditz) | HSZ /403 |
26.06.2026 | B2-T4.1 | Virtuelle VISLAB Tour - Vorlesung (Rink/Bilke) ‘
26.06.2026 | B2-T4.2 | Virtuelle VISLAB Tour - Demo (Rink/Bilke)

03.07.2026 | B2-T2.1 | Regionale Grundwassersysteme (Nixdorf, BGR HSZ /403

)
03.07.2026 | B2-T2.2 | Regionale Grundwassersysteme (Nixdorf, BGR) HSZ /403
03.07.2026 | B2-T2.3 | Regionale Grundwassersysteme (Nixdorf, BGR): Ubung HSZ /403
10.07.2026 | B2-T3.1 | Stofftransport in Hydrosystemen (Selzer/Shao) HSZ /403
10.07.2026 | B2-T3.2 | Stofftransport in Hydrosystemen (Selzer/Shao) HSZ /403
10.07.2026 | B2-T3.3 | Stofftransport in Hydrosystemen (Selzer/Shao) HSZ /403
[ 17.07.2026 | B2-T1.5 [ Workflow, Grundwassersysteme (Kolditz) [ HSZ /403 |
24.07.2026 | B2-T1.6 | Zusammenfassung der Veranstaltung Numerik (Kolditz) HSZ /403
24.07.2026 | B2-T1.7 | Zusammenfassung der Veranstaltung (Hartmann/Kolditz) HSZ /403
24.07.2026 | B2-T1.8 | Vorbereitung Klausur (Hartmann/Kolditz) HSZ/40@ Technische
Universitat
Dresden
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Ubersicht: Numerische Verfahr
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Selke Einzugsgebiet
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Tl = + ghmscl}e
Geometry | Meshes | Modeling | Statons At




2D implizite FDM

siehe auch Abschn. 4.2 Hydroinformatik Il

» Auswertung der Ableitungen zum neuen Zeitpunkt t"+1

11 41 +1 +1
@ ! ~ h’p—lvj B 2h?7j + h?+1,j (1)
Ox2 i Ax?

[aw "R 2kttt 4 et @)
Oy? i Ay?

‘ Technische
‘ Universitat

Dresden

UW-BHW-625: B2-T1.3b: Finite-Differenzen-Methode: Implizit // 22.05.2026



2D implizite FDM

» Differenzen-Schema

ntl _ uf.
Si Ty 1,J (3)
At
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
_K.X'uiJrl,j 2uiJ + Uiy ok Uity 2u,-’j + Ui 0.
i Ax2 isj Ay? Y
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2D implizite FDM

» Gleichungssystem

K~ KY
<5 +2 +2 >uf'.+1

At Ax? Ay2 )
K* n+1 n+1 KY n+1 n+1
S o n
= EuiJ+QfJ (4)
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2D implizite FDM

Wir vereinfachen die Gleichung (4), indem wir fiir den Moment annehmen, dass
K* = K¥ = K (Isotropie) und Ax = Ay = Al (gleichformige Diskretisierung). Die
Multiplikation mit At/S ergibt dann folgende Beziehung.

KAt
144 ntl
< + 5A/2> i

KAt
- <SA12> ( ,n+11,J + ”,r'J:rll,J + ”n+11 + ”7J+11)

At
= U it < S QJ (5)
K : Vergleichen Sie die Beziehung (5) mit der Gleichung (4.10, Skript
Hydroinformatik I1).
05?1?33332?
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2D implizite FDM

Der Ausdruck K/S = « entspricht dem Diffusivitatskoeffizienten (Uberprﬂfen sie dies
anhand der Einheiten). Damit ist die Neumann-Zahl

K At

Ne=3ar (6)

Nun versuchen wir anhand der Gleichung (5) die Struktur des zu |6senden
Gleichungssystems zu beschreiben. Wir gehen wieder ganz genau so vor wie bei der 1D
Diffusionsgleichung im Abschn. 4.2 (Hydroinformatik I1).
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2D implizite FDM - Gleichnungssystem

[ 14+4Ne —Ne
—Ne
—Ne 1+ 4Ne
1+4Ne —Ne
L —Ne 1+ 4Ne |
A
[ USfoi 1 T ug o + bo,o
Uf:g Uln’o + bl,O
Ufj%io = ul_10+bi—10
ugj Uon’l + bo’l
L U;’:rijil | L uffl’Jfl + bl—l,J—l i
X b
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2D implizite FDM

Auch was die Programmierung betrifft, konnen wir auf unsere Erfahrungen in
Hydroinformatik Il aufbauen. Es gibt praktisch keinen Unterschied, ob wir es mit
einem 1D oder 2D Problem zu tun haben. Wir missen lediglich aufpassen, dass wir die
Indizes richtig zahlen.

Wir benutzen die Grundstruktur des objekt-orientierten Programms fiir das explizite
FD Verfahren. Die wesentlichen Unterschiede der impliziten zur expliziten FDM sind,
dass wir ein Gleichungssystem aufbauen und I6sen miissen.
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2D implizite FDM - die main function

1 #include <iostream>

2 #include "fdm.h"

3 #include <time.h>

4 extern void Gauss(double*,double*,doublex*,int);

5 int main(int argc, char *argv[])

6 {

(@ [/=====================================c========
8 FDM* fdm = new FDM();

9 fdm->SetInitialConditions () ;

10 fdm->SetBoundaryConditions () ;

L1/ )/ mmmmmmm e e e e e
12 int tn = 8

13 for (int t=0;t<tn;t++)

14 {

15 fdm->AssembleEquationSystem () ;

16 Gauss (fdm->matrix ,fdm->vecb,fdm->vecx,fdm->IJ);
17 fdm->SaveTimeStep () ;

18 fdm->0utputResults (t);

19 }

20 | Jfimmmmmm e
21 fdm->out_file.close();

22 return O;

23 )

Listing 1: OOP main function
052?5'2‘3;‘2?
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2D implizite FDM

Dennoch konnen wir erstaunlich viel wiederverwenden, bis auf

1 fdm->AssembleEquationSystem () ;
> Gauss (fdm->matrix ,fdm->vecb,fdm->vecx,fdm->IJ);

Listing 2: Rechenschema

Der Gleichungsloser Gauss ist lbrigens genau der gleiche, den wir schon fiir die
Losung des impliziten FD Verfahrens fur die Diffusionsgleichung in Hydroinformatik |1
benutzt haben.
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2D implizite FDM

Der Reihe nach. Die Assemblierfunktion soll das Gleichungssystem (7) aufbauen. Vom
Prinzip her das Gleiche wie beim 1D FD Verfahren:

» Die Hauptdiagonale bekommt den Wert 1 4 4Ne,
» die Nebendiagonalen haben den Wert — Ne.

Dies lasst sich programmtechnisch recht einfach bewerkstelligen (sie erinnern sich, wie
wir in einer Doppelschleife, die Hauptdiagonale herausfinden kdnnen)
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2D implizite FDM

1 void FDM::AssembleEquationSystem ()
2 {
3 // Matrix entries
4 for(i=0;i<IJ;i++)
5 {
6 vecb[i] = ul[il;
7 for (j=0;j<IJ;j++)
8 {
9 matrix[i*IJ+j] = 0.0;
10 if(i==j)
11 matrix [i*IJ+j] = 1. + 4.%xNe;
12 else if (abs((i-j))==1)
13 matrix [i*IJ+j] = - Ne;
14 ¥
15}
16 // Incorporate boundary conditions
17 IncorporateBoundaryConditions () ;
18 // Matrix output
19 WriteEquationSystem () ;
20 }
Listing 3: Gleichungssystem aufbauen ogen‘ii‘é‘iiﬁ';‘i
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Ubung

e Explizite FDM
https://github.com/0lafKolditz/HYDROSYSTEMS/tree/
main/BHYWI-22-E3_FDM-implizit-Rechteck-python


https://github.com/OlafKolditz/HYDROSYSTEMS/tree/main/BHYWI-22-E3_FDM-implizit-Rechteck-python
https://github.com/OlafKolditz/HYDROSYSTEMS/tree/main/BHYWI-22-E3_FDM-implizit-Rechteck-python

Ubung: Skripten

AW N =

cd ...\HYDROSYSTEMS\BHYWI-22-E3_FDM-implizit-Rechteck-python

Listing 4: Verzeichnis auswaehlen

run.bat

set PATH=Y%,PATHY;C:\MinGW\bin
g++ main.cpp fdm.cpp solver.cpp
a.exe

python isolines.py

Listing 5: Skript
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